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1 Determinant d'ordre 2 



Le symbole 



an &12 

&21 &22 

/ 



est appele determinant d'ordre 2 de la 



matrice A = 



an &12 



et est defini par 



V 



&21 &22 



det A = 



an &12 
&21 &22 

Exemple 1. : 



— ClllCl22 — a \2 a 2\ 



1 3 

2 4 



= 4-6 = -2, 



2 4 
1 3 



= 6-4 = 2 ; 



3 1 

4 2 



=6-4=2 



On constate alors que : 

1) Si deux rangees ( ou deux colonnes ) d'un determinant sont 
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permutees la valeur d'un determinant est multipliee par —1. 

. 1 3 \ f ( 1 2 . 

2) Si on pose A = L t A = . On constate que 

2 4/ \ 3 4 

detA = det 1 ''A, d'ou la valeur d'un determinant est conservee lorsque 
Ton echange les colonnes et les lignes ( dans le meme ordre ). 



2 Determinant d'ordre 3 



Soit A = 



/ an a 12 a 13 ^ 



CL21 CL22 &23 



\ &31 &32 &33 / 



, on definit 
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det A = 



an 


dl2 


&13 














&22 


&23 














&32 


&33 
















^22 


d23 




dl2 


dl3 


+^31 


dl2 


dl3 


an 






-CL21 












d32 


&33 




d32 


&33 




d22 


d23 



mineur de an 



mineur de a^i 



Exemple 2. : 



mineur de a^i 



det A = 



1 3 0 

2 6 4 



-10 2 
12 - 12 - 12 = -12 





6 


4 




3 


0 




3 


0 


1 






- 2 






- 1 








0 


2 




0 


2 




6 


4 



Le cofacteur de relement de detA de la i eme ligne et la k 



erne 
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colonne est egal a (— iy+ k fois le mineur de cet element ( c. a .d le 
determinant d'ordre 2 obtenu en supprimant la i eme ligne et la 

fceme co l onne ^ 

Remarque 1. ; 

Le cofacteur de a^i est (— 1) 

+ - + 

Les signes (— forment la table suivante — + — . 

+ - + 

On remarque que Von pent ecrire (1) sous la forme : 

detA = anCii + a2iC f 2i + CL31C31 ou Cn est le cofacteur de an 
dans detA. 

3) Le determinant de A, detA, peut etre developpe suivant 



an &13 
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n'importe quelle ligne ou colonne, c'est a dire, qu'il peut etre ecrit 
sous la forme d'une somme de trois elements de n'importe quelle 
ligne ( ou colonne ), chacun multiplie par son cofacteur. 
Exemple 3. ; 



det A = —(i2i 





dl2 


dl3 


+ ^22 


an 


dl3 




an 


dl2 


Q>21 










- CL23 








d32 


&33 




d31 


&33 




d31 


d32 



4) Si tous les elements d'une ligne ( ou d'une colonne ) d'un 
determinant sont multiplies par une const ante fc, la valeur du 
nouveau determinant est k fois la valeur du determinant initial. 
Cette propriete peut etre utilisee pour simplifler un determinant. 
Exemple 4. : 



1 


3 


0 




1 


3 


0 




1 


3 


0 


2 


6 


4 




2(1) 


2(3) 


2(2) 


= 2 


1 


3 


2 


-1 


0 


2 




-1 


0 


2 




-1 


0 


2 
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1 


3(1) 


0 




1 


1 


0 




1 


1 


0 


2 


1 


3(1) 


2 


= 6 


1 


1 


2 


= 12 


1 


1 


1 




-1 


3(0) 


2 




-1 


0 


2 




-1 


0 


1 



5) Si tous les elements d'une ligne ( ou colonne ) d'un determinant 
sont mils, la valeur du determinant est nulle. 

6) Si chaque element d'une ligne ( ou colonne ) d'un determinant 
est exprime sous la forme d'un binome, le determinant peut etre 
ecrit comme somme de deux determinants. 

Exemple 5. : 



a\ + d\ 


bi 


ci 






bi 


ci 






bi 


ci 


a 2 + d 2 


b 2 






a 2 


b 2 


c 2 


+ 


d 2 


b 2 


c 2 


a 3 + d 3 


b 3 


C3 




a 3 


b 3 


C3 




d 3 


b 3 


C3 



7) Si deux lignes ( ou colonnes ) d'un determinant sont 
proportionnelles, la valeur du determinant est nulle. 
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Exemple 6. : 

12 2 
12 3=0 

1 2 1 

8) La valeur d'un determinant est conservee si Ton ajoute a une 
ligne ( ou a une colonne ) une combinaison des autres lignes ( ou 
colonnes ). 
Exemple 7. : 



1 


1 


0 


C1+C3 


1 


1 


0 


1 


1 


1 


> 


2 


1 


1 


-1 


0 


1 




0 


0 


1 



= -1 



signifie que Ton a ajoute la colonne C3 a la colonne C\ 



Cette derniere propriete permet de simplifier enormement les 
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calculs, elle permet de reduire le calcul d'un determinant d'ordre 3 
au calcul d'un seul determinant d'ordre 2. 
Exemple 8. ; 



Calculer 



3-12 
6-2 4 
1 7 3 



3 


-1 


2 




0 


-1 


2 














c 1 +c 2 -c 3 










-1 2 




6 


-2 


4 


y 


0 


-2 


4 


= 5 




= 5(-4 + 4) = 0 


















-2 4 


1 


7 


3 




5 


7 


3 









Remarque 2. : 

La %ne f on colonne ) dans laquelle seront effectues les calculs ne 
doit pas etre multipliee par des scalaires. La multiplication par un 
scalaire A reviendrait a multiplier le determinant par A. 
Exemple 9. : 
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1 2 

2 3 



2Li-L ; 



0 2 

1 3 



= — 2, alors que 



1 2 

2 3 



= -1 



3 Determinant d'ordre n 



Le symbole 



an ai2 



&21 &22 



<^nl a n2 



ai 



a 2 



n 



n 



a 



nn 



est appele determinant d'ordre n. 



Pour n = 1, ga signifie an. 

Pour n > 2, ga signifie la somme des produits des elements de 
n'importe quelle ligne ou colonne par leurs cofacteurs respectifs 
c'est a dire 
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an &12 • • • a>in 






CL21 CL22 • • • &2n 
• 


i i i 

— ^il^il + &i2^i2 + • • • + ^in^in 

(z = l,2...,oun) 




^nl ^n2 • • • ^nn 






OU 


— Ulk^lk T &2k^2k T • • • + ^nk^nk 

(fc = l,2...,oun) 


Le determinant d'ordre n est alors defini en fonction de n 


determinants d'ordre (n — 1), chacun est a son tour, defini en 


fonction de (n — 1) determinants d'ordre (n — 2) et ainsi de suite, 


finalement on aboutit 


aux determinants d'ordre 2. 


Remarque 3. ; 




Les proprietes 1) jusqu'a 8) restent valables pour un determinant 


d'ordre n. 




Pour calculer la valeur d 7 un determinant, on developpera suivant la 
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ligne ou colonne ou il y ale plus de zeros. 
Exemple 10. ; 



1 
1 
1 

3 



1 
1 
3 
1 



1 
3 
1 
1 



-3 
1 
1 
1 



0 
0 
0 
0 



1 
1 

3 
1 



1 



. 9 • 2 n • 2 

sin a sin p sin 7 

cos 2 a cos 2 (3 cos 2 7 

1 1 1 

Remarque 4. ; 

1) det(A + B) 7^ detA + det5 en general. 

2) det(AB) = (detA)(detB) 



1 
3 
1 
1 



-3 
1 
1 
1 



= 0 



cos 2 a cos 2 (3 cos 2 7 



1 



= 0 



5,) det(A _1 ) = (detA)- 1 ou A~ Y designe I 'inverse de A 



-1 



-1 
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4 Applications 



4.1 Calcul de Pinverse d'une matrice carree 
d'ordre n 

On rappelle qu'une matrice carree d'ordre n A est inversible s'il 
existe B d'ordre n telle que AB = BA = I on I est la matrice unite 
d'ordre n, c'est a dire la matrice diagonale dont les elements 
diagonaux sont tous egaux a 1. 

Critere : A est inversible si detA ^ 0. 

Une fois assure que A est inversible, on calcule son inverse a l'aide 
de la formule suivante : A~ x = -r\j{adjA) ou (adjA) designe 



l'adjoint classique de A c'est a dire la matrice t [Cij] ou Cij designe 
la matrice des cofacteurs de A. 
Exemple 11. ; 
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/ 



A = 



\ 



0 
1 



3 
4 
1 



•4 \ 
2 

5/ 





2 


3 


-4 


^1-2^3 


0 


5 


-14 




0 


-4 


2 


> 


0 


-4 


2 




1 


-1 


5 




1 


-1 


5 



—46 7^ 0 ; rfonc A est inversible. 
Determinons les 9 cofacteurs de A 

-4 2 
-1 5 



= -18, Ci2 = - 



0 2 

1 5 



5 -14 
-4 2 



= 2 



Cl3 — 



0 -4 

1 -1 



= 4, C 21 = 



3 -4 
1 5 



= -11 
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C22 — 


2 - 
1 


-4 
5 




= 14, C 23 




2 
1 


3 
-1 


= 5 


C31 = 


Q 
O 

-4 




A 

2 


= -10, 


C32 - 






9 
0 


—4 
2 


= -4 


C33 = 


2 

0 - 


3 

-4 




= -8 


















/ 


-18 -11 


1 n 
— 1U 












A~ x = - 


1 

46 






2 14 


-4 
















V 




4 5 


-8 y 
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4.2 Resolution de systemes lineaires ( Methode 
de Cramer ) 

Un systeme d'equations, AX = b y ou A est une matrice carree 
d'ordre n, peut etre resolu a l'aide des determinants, lorsque 
detA ^ 0. 



/ \ 



Si on pose X = 



\ x n J 



01 



etb = 



alors 



l 



detA 



detBn ou B« est la 



— de~tA^ liDl ^2i&2 + • • • + C n ib 7 

matrice obtenue en remplagant la i eme colonne de A par b. 
Exemple 12. ; 



Utiliser la methode de Cramer pour resoudre le systeme : 
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< 



A = 



X\ + 3^3 

■x\ + 2x 2 + 2x 3 

x 2 + 4x 3 

/ 10 3^ 
-12 2 
0 1 4 



2 
3 
5 



\ 



/ 





1 


0 


3 


^2 + ^1 


1 


0 


3 




detA = 


-1 


2 


2 


>■ 


0 


2 


5 


= 3 




0 


1 


4 




0 


1 


4 







2 


0 


3 




2 


0 


3 




Xl ~ 3 


3 


2 


2 


l 

3 


-7 


0 


-6 


= ±[-(-12 + 21)] = -3 




5 


1 


4 




5 


1 


4 
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1 


2 


3 




1 


2 


3 




x 2 = 


1 

J_ 

3 


-1 


3 


2 


i 

~~ 3 


0 


5 


5 


c 

— o 

~~ 3 






0 


5 


4 




0 


5 


4 








1 


0 


2 




1 


0 


2 




x 3 = 


1 

3 


-1 


2 


3 


1 

3 


0 


2 


5 


5 

3 ' 






0 


1 


5 




0 


1 


5 





Remarque 5. : 

La methode de Gauss pour les systemes et celle des matrices 
elementaires pour le calcul de I 'inverse demeurent les plus efficaces. 



